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Hermitian LCD 2-拟交换群码的渐近性研究
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摘　要：　利用有限域上群代数的性质构造了一类Hermitian LCD（Hermitian Linear Complementary Dual）2-拟交换

群码 . 基于有限域上群代数的结构定理精确计算出了此类码的个数 . 通过探讨相对最小距离较小的此类码的计数问

题，本文证明了有限域上的Hermitian LCD 2-拟交换群码是渐近好码 .
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Abstract:　Utilizing properties of group algebras over finite fields, we construct a class of Hermitian linear comple⁃
mentary dual (LCD) 2-quasi-abelian codes. Employing the structure theorem for group algebras over finite fields, we explic⁃
itly determine the number of such codes. By investigating the enumeration of codes within this class that possess small rela⁃
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1　引言

设 F 是有限域，n 是正整数，F n 是 F 上的 n 维向量

空 . 向量 a = (a1 a2 an )，定义 a 的汉明（Hamming）重

量w(a)为非零分量 ai的个数 . 对于 a bÎ F n，a和 b的汉

明（Hamming）距离 d(a b)定义为向量 a和 b不同分量的

个数，即d(a b)=w(a - b). F上的线性码C是指向量空间

F n 的一个线性子空间，C中的向量称为码字 . 线性码C

的维数 k是指它作为F-向量空间的维数，C的最小汉明

重量 w(C)定义为 C 中所有非零码字汉明重量的最小

值，C的最小汉明距离 d(C)定义为C中任意两个不同码

字之间汉明距离的最小值 . 线性码 C的最小汉明重量

w(C)等于最小汉明距离 d(C)[12]. 如果线性码 C 的维数

为 k，最小汉明距离为 d，那么称线性码C是一个[nkd]

线性码，这里 n称为线性码C的码长，k表示码的信息位

数，k n表示线性码C的码率（又称信息率），记作R(C)；d

用于刻画线性码 C的检错能力和纠错能力，d n表示线

性码C的相对最小距离，记作D(C).
信息论中著名的 Shannon定理 [3]指出，对于任意的

ε > 0，总存在一个线性码，它的码率大于一个固定的正

数，使得字差错率< ε. 满足这些条件的码称为 Shannon
码 . 具体构造出一列 Shannon码是一个很困难的问题 .
对于一个线性码，当码长和维数一定时，最小汉明距离

越大，它的纠错和检错能力就越大 . 因此对于一列

[ni ki di ]线性码，如果 ni 趋于无穷大，要保证纠错能力

和检错能力，相对最小距离应该不趋于 0. 在实际构造

中，要达到 Shannon 定理的效果，就是要找到这样一列

无穷多个[ni ki di ]线性码，使得码长趋于无穷大，同时

它们的码率和相对最小距离都大于 0. 这样一系列码称

为渐近好码 . 从实用上来讲，渐近好码可以在保持一定

的信息率下，使得信息传输中字错率越来越小，故其实

用价值是显然的 . 从理论上来讲，构造渐近好码本身是
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一个构造性的数学问题，涉及诸多的数学分支，因而在

通信系统中有重要的理论价值 .
由于渐近好码的实用价值和理论价值，使得码的

渐近性的研究成为编码理论中的重要研究课题 .  构造

可达到信道容量或者可逼近信道容量（Shannon 限）的

信道编码具体方法，及其可实用的（线性复杂度）有效

译码算法一直是信道编码理论与技术研究的中心任

务，也就是如何构造出能接近或达到 Shannon 限的码

（渐近好码）是编码学者长期追求的目标 . 目前已知有

限域上的线性码是渐近好码 [45]，但是BCH码作为汉明

（Hamming）码的推广，不是渐近好码 [67]；有限域上的重

根循环码也不是渐近好码 [8]. 至今，人们仍然不知道具

有良好代数结构的一类线性码——循环码（单根的情

形）是否是渐近好码 [9]，这是一个长期以来悬而未决的

公开问题 . 对于循环码的渐近性这一问题，人们知之甚

少，关于它的任何进展都能引起人们的广泛兴趣 .
设 G 是一个有限交换群，FG 是 F 上 G 的群代数 .  

FG的任一个理想（FG-子模）称为有限域F上的一个交

换群码 . 当G是循环群时，交换群码即为循环码 . 记

(FG)2：= { }(a b)|a bÎ FG 

则 (FG)2 的 FG-子模 C称为指数为 2的拟交换群码 . 当

G是循环群时，称 C为指数为 2的拟循环码 . 虽然人们

还不知道循环码是否是渐近好码，但是人们很早就证

明了指数为 2的拟循环码是渐近好码 . 具体地，利用随

机码，Chen等人 [10]证明了，如果 2是无限多个素数的本

原元（即Artin猜想），那么存在渐近好的二元拟循环码；

Chepyzhov[11]和 Kasami[12]分别从不同的角度，在不需要

假设Artin 猜想成立的前提下，证明了渐近好的二元拟

循环码的存在性 . 近期，Fan 等人 [13]定义了指数为 1
1
3

的拟循环码，即首次引入了分数指数的拟循环码的概

念，并证明了这样的拟循环码是渐近好码 . 随后，Mi等
人 [14]的结果推广到任意分数指数的拟循环码上，证明

了任意分数指数的拟循环码是渐近好码 . 作为拟循环

码的推广，拟交换群码的渐近性研究自然引起了人们

的关注 . Fan等人 [15]利用概率的方法证明了存在渐近好

的拟交换群码达到Gilbert-Varshamov界 .
在拟交换群码上能够自然引入欧氏内积，所以可

以研究自正交拟交换群码与自对偶拟交换群码的渐近

性 . Lin等人 [16]证明了自正交拟交换群码是渐近好码；

Ling等人 [17]证明了存在二元自对偶拟循环码（I型或 II
型）达到 Gilbert-Varshamov 界；Martínez-Pérez 等人 [18]利

用随机方法，证明了指数为 2 的二元自对偶的 doubly-

even拟循环码是渐近好码；Lin等人 [16]证明了当-1是F

中的平方元时，自对偶的拟交换群码是渐近好码 .
LCD（Linear Complementary Dual）码是编码理论中

一类重要的码，在数据存储、通信系统、量子信息以及密

码学等方面都有广泛应用 [19]. 最早是由 Massey［20］ 为解

决一类信息论的问题而引入的 . LCD是渐近好码 [20]，能

够达到 Gilbert-Varshamov 界 [21]. 本文在前人结果的基

础上，在拟交换群码上引入 Hermitian 内积，构造了一

类 HermitianLCD 拟交换群码，并证明了存在渐近好的

Hermitian LCD 拟交换群码 . 为此，我们首先探讨了拟

交换群码是 LCD 码的一个充分条件，在此基础上我们

构造了一类 Hermitian LCD 拟交换群码，并研究了它们

的维数特征（定理 1和定理 2）；然后利用群表示论方法

（主要是群代数的本原幂等元）计算了此类码的个数，

并确定了它的一个下界（定理 3和定理 4）；最后通过对

相对最小距离（即相对最小重量）较小的（即小于一个

固定较小的正数 δ）这类码个数的估值，主要确定了它

的一个上界（定理 5），依据概率的方法证明了任意有

限 域 上 的 Hermitian LCD 拟 交 换 群 码 是 渐 近 好 码

（定理 6）.
2　预备知识

本文总假设 q 是一个素数的幂，n 是一个与 q 互素

的奇数 . F是一个q2元有限域，Fq表示F的q元子域 . 设

G是一个 n阶有限交换群 . 用 | X |表示集合 X的元素个

数 . 设 S0和S是两个集合，且 S0 是 S的子集，用 S - S0 表

示集合{a|aÎ SaÏ S0 }. 如果 V 是有限域 K 上的线性空

间，那么用dimKV表示线性空间V的维数 .
2. 1　交换群码及其 Hermitian 对偶码

设FG是域F上的有限交换群G的群代数，即FG =

ì
í
î

ü
ý
þ

∑
xÎG

ax x | ax Î F ，则FG是有限域F上的线性空间，它同

构于F n. 因此FG的任一元素 a = ∑
xÎG

ax x等同于F n中的

码字 (ax )xÎG，进而a的汉明重量w(a)为

w(a)= |{ }ax Î F|ax ¹ 0"xÎG |.
如果C是群代数FG的一个理想，那么我们称 C为

F上长为 n的交换群码 . 因为群代数 FG自然附带一个

Hermitian内积 ××
h
：

∑
gÎG

ag g∑
gÎG

bg g
h

= ∑
gÎG

ag bq
g"∑

gÎG

ag g ∑
gÎG

bg g Î FG.

所以可以定义交换群码C的Hermitian对偶码：

C^ h = {aÎ FG |< a c > h = 0"cÎC }.
显然，C^ h 也是有限域 F 上长为 n 的交换群码 .  如

果C =C^ h，那么称C为Hermitian自对偶交换群码；如果

CÍC^ h，那么称 C 为 Hermitian 自正交交换群码；如果

CC^ h ={0}，那么称C为Hermitian LCD交换群码 .
为了进一步刻画群代数FG中的Hermitian内积，下
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面介绍群代数FG的一个自同构和一个线性函数 . 群代

数FG有如下的环自同构，记作“-”：
-： FG® FG ∑

gÎG

ag g ∑
gÎG

aq
g g-1，

即
- -- -- ----- --∑
gÎG

ag g = ∑
gÎG

aq
g g-1.

另外，在FG上有一个如下的线性函数“σ”：

σ： FG® F ∑
gÎG

ag g a1G
，

即 σ把FG中的元素∑
gÎG

ag g映成G的单位元1G的系数 .
引理1 设abÎ FG，则

< ab > h = σ(a
-
b ).

证明 设a = ∑
gÎG

ag g  b = ∑
hÎG

bhhÎ FG，则

σ(a
-
b )= σ (∑gÎG

ag g × ∑
hÎG

bq
hh-1 ) = σ ( )∑

gÎG
∑
hÎG

(agbq
h )gh-1

= ∑
xÎG

axb
q
x =< a b > h .

证毕 .
2. 2　群代数FG的本原幂等元

根据 Maschke定理［22］，由 gcd(nq)= 1可得 FG 是一

个半单代数，从而它可以分解成极小理想 Ii (0 ≤ i ≤ m)的

直和：
FG = I0ÅI1ÅÅIm 

其中，m表示FG分解成极小理想的个数，它由FG唯一

决定，与分解式无关，参考文献［23］的推论 2.2.4. 故FG

的单位元1有如下的本原幂等元分解：
1 = e0 + e1 + + em 

其中，ei (i = 01m)满足

eiej =
ì
í
î

ei  i = j

0 i ¹ j
，

并且 Ii = FGei (i = 01m)，这里 FGei 表示群代数 FG

的由 ei所生成的理想，故 Ii就是由本原幂等元 ei所生成

的理想 . 特别地，

e0 =
1
n ∑

gÎG

g，

故 I0 = FGe0 = Fe0是一个1维的平凡FG-模 .
令 E ={e0 e1 em }，即 E是 FG的全部本原幂等元

构成的集合，则 1 = ∑
eÎ E

e. 对于任意的 i = 01m，FGei

是有限域，并且可以将它们视作有限域 F 上的线性空

间 . 记

μq (n)=min{dimF FGe | eÎ E -{e0 }} （1）
关于μq (n)的性质，见文献［16］引理 II.2.
既然环自同构“-”置换E中的元素，则

E = {e0}  {e1 e2 er}  {er + 1
- -----
er + 1 er + s

- -----
er + s}，

其中，m = 1 + r + 2s；
-
ei = ei i = 012r；- -----

er + j ¹ er + j，j =

12s.
记 e*

r + j = er + j +
- -----
er + j j = 12s，则 e*

r + j =
- -----
e*

r + j j =

12s. 令

E* = {e0 e1 er e
*
r + 1 e*

r + s}，
则

-
e = e"eÎ E*； 1 = ∑

eÎ E*

e； ee' = {ee = e'

0e ¹ e'
 "ee'Î E*.

并且FG有如下的直和分解：

FG = (År
i = 0 FGei )Å(Ås

j = 1 FGe*
r + j ) （2）

再令

E *
0 = E* -{e0 }= {e1 er e

*
r + 1 e*

r + s}，
         ke = dimF FGe "eÎ E *

0 .
ki = kei

 i = 12r；kr + j = ke*
r + j
 j = 12s.

故对任意的 j = 12s，kr + j是偶数，且dimF FGer + j =

dimF FG
- -----
er + j =

1
2

kr + j j = 12s. 根据式（2）我们得到

n = 1 +∑
i = 1

r

ki +∑
j = 1

s

kr + j （3）

3　指数为2的Hermitian LCD拟交换群码

设 (FG)2：= { }(a b)|a bÎFG ，则 (FG)2 是一个 FG-

模 . 我们称(FG)2的任一个FG-模C为有限域F上的指数

为2的拟交换群码，或者简称为有限域F上的2-拟交换群

码 . 若G是循环群，则称C为有限域F上的 2-拟循环群

码 . 注意到，(FG)2中的元素(a b)=(∑
gÎG

ag g ∑
hÎG

bhh)等同

于F上长为2n的码字((ag )gÎG (bh )hÎG ). 故有限域F上的

2-拟交换群码C的码率为
dimFC

2n
，相对最小距离为

d(C)
2n

，

即R(C)=
dimFC

2n
，D(C)=

d(C)
2n

.
自然地，我们可以通过扩充FG中的Hermitian内积

来定义 (FG)2 中的 Hermitian 内积 . 因此我们可以进一

步定义有限域 F 上 Hermitian 自对偶的 2-拟交换群码、

Hermitian自正交的2-拟交换群码以及Hermitian LCD 2-

拟交换群码 .
以后我们主要研究有限域F上的Hermitian LCD 2-

拟交换群码的渐近性质 . 为此，我们需要构造一类指数

为2的Hermitian LCD拟交换群码 .
假设aÎ FG，定义C1a如下：

C1a = {u(1a) | uÎ FG} （4）
下面给出C1a是Hermitian LCD码的一个充分条件 .
设 I ≤ FG 是 FG 的一个理想，则把环 I 的乘法单位

群记作 I´.

1925



电 子 学 报 2025 年
定理 1 设 aÎ FG，C1a 如 式（4）所 示 . 若 1 +

a
-
a Î(FG)´，则 C1a 是一个指数为 2 的 Hermitian LCD 拟

交换群码，即

C1a C ^ h

1a ={0}.

证 明 任 取 u0 (1a)ÎC1a C ^ h

1a，即 对 任 意 的

uÎ FG，< (u0 u0a)(uua)> h = 0. 下面我们证明 u0 = 0，即

可得到u0 (1a)= 0.
根据引理1，得到
0 =< (u0 u0a) (u ua)> h =< u0 u > h + < u0a ua > h

= σ(u0
-
u )+ σ(u0a

-
ua )= σ ( )u0

-
u (1 + a

-
a ) .

因 为 1 + a
-
a Î(FG)´，所 以 对 任 意 的 uÎ FG， 

σ(u0
-
u )= 0. 假设 u0 ¹ 0，令 u0 = ∑

gÎG

ag g，不妨设 ag0
¹ 0，这

里g0 ÎG. 取u = g0，则

0 = σ(u0
-
u )= σ (∑gÎG

ag g × g -1
0 ) = ag0

¹ 0.
由此得到一个矛盾，故u0 = 0，即得C1a C ^ h

1a ={0}. 故
C1a是一个指数为2的Hermitian LCD 拟交换群码 . 证毕 .

进一步，为了研究 Hermitian LCD 拟交换群码的渐

近性，我们需要探讨F -线性空间C1 a的维数 .
定理 2 设 aÎ FG，C1a 如式（4）所示，则 dimFC1 a ≥

n，进而得C1 a的码率满足

R(C1 a )≥ 1
2

.
证明 定义映射 τ如下：

τ： FG®C1 a  u u(1a)，

则 τ 是 FG®C1 a 的 F - 单 同 态 ，从 而 dimFC1 a ≥
dimF FG = n，进而得

R(C1 a )=
dimFC1 a

2n
≥ n

2n
=

1
2

.

证毕 .
设 λÎ(FG)´，aÎ FG， 满足 a

-
a = λ - 1. 按照定理 1，

C1 a = {u(1a) | uÎ FG}是一类指数为2的Hermitian LCD
拟交换群码 . 为了研究指数为 2的 Hermitian LCD 拟交

换群码的渐近性，我们需要探讨下面两个集合 .
设 δÎ[01 - q-2 ]，λÎ(FG)´，定义

Dλ = {C1 a| a -
a = λ - 1 aÎ FG} （5）

D≤ δ
λ = {C1 a|C1 a ÎDλ D(C1 a )≤ δ} （6）

4　指数为 2的Hermitian LCD拟交换群码的

渐近性

为了研究指数为 2的Hermitian LCD拟交换群码的

渐近性，重要的是确定式（5）和式（6）中的两个集合 Dλ

和D≤ δ
λ 的基数 . 首先我们计算集合Dλ的基数，即确定这

类 Hermitian LCD 拟交换群码的个数 . 根据 Dλ的定义，

问题转化为确定下列集合Dλ的基数：

设 λÎ(FG)´，有

Dλ = {a | a -
a = λ - 1 aÎ FG} （7）

显然| Dλ | = | Dλ |.
4. 1　确定| Dλ |的一个下界

引理2 设 λÎ(FG)´，aÎFG，则a
-
a = λ- 1当且仅当

a
-
a e = (λ - 1)e "eÎ E*.

证明 由 1 = ∑
eÎ E*

e； FG =ÅeÎ E* (FGe)是一个直和

分解，得 a
-
a = λ - 1当且仅当 ∑

eÎ E*

a
-
a e = ∑

eÎ E*

(λ - 1)e，当且

仅当

a
-
a e = (λ - 1)e "eÎ E*.

证毕 .
定义"eÎ E*，有

Ie = {aÎ FGe | a -
a = (λ - 1)e} （8）

引理 3 符号Dλ D
λ Ie (eÎ E* )的定义如式（5）， 式

（7）和式（8）所示，则

| Dλ | = | Dλ | = ∏
eÎ E*

|| Ie .
证明 既 然 | Dλ | = | Dλ |，下 面 只 需 证 明 | Dλ | =

∏
eÎE*

|| Ie 即可 . 构造Dλ和ÅeÎE* Ie之间的一个对应η如下：

η：Dλ®ÅeÎ E* Ie， a ∑
eÎ E*

(ae).
下面证明η是一个双射 .
设 aÎDλ，则 a

-
a = λ - 1. 由 引 理 2 知 a

-
a e = (λ -

1)e "eÎ E*. 故

(ae)
-
ae = (λ - 1)e "eÎ E*，

即得aeÎ Ie. 因此η是一个映射 .
设 η(a)= η(b)，这里 abÎDλ，则 ∑

eÎ E*

(ae)= ∑
eÎ E*

(be)，即

得a ∑
eÎ E*

e = b ∑
eÎ E*

e，故a = b.  因此η是一个单射 .
任 取 cÎÅeÎ E* Ie，不 妨 设 c =ÅeÎ E*αe，这 里

αe Î Ie，则

η(c)= ∑
e'Î E*

ce' = ∑
e'Î E*( ∑eÎ E*

αe ) e'

= ∑
e'Î E*

∑
eÎ E*

αee' = ∑
eÎ E*

αee = ∑
eÎ E*

αe = c

故η是一个满射 .
综上所述，η是一个双射 . 由此可得

| Dλ | = | Dλ | = ∏
eÎ E*

|| Ie  .
证毕 .
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以下总假设：λÎ(FG)´，并且 λ - 1Î F ´
q . 这样的 λ是

存在的，例如F´ - F ´
q 中的元素总满足这个条件 .

根据引理 3，我们把问题归结为计算 Ie 的基数，即

计算| Ie | eÎ E*.
引理4 若 e = e0， 则| Ie | = q + 1.
证明 根据 Ie的定义我们有

Ie = {aÎ FGe0| a -
a = (λ - 1)e0}

= { }aÎ Fe0| a -
a = (λ - 1)e0

= { }μe0| μe0
- -----
μe0 = (λ - 1)e0 μÎ F

= { }μÎ F | μ-μ = λ - 1

= { }μÎ F | μq + 1 = λ - 1 .

设 Norm1 (x)= xq + 1 是 F´ 到 F ´
q 的范映射，则 Ie =

{μÎ F | Norm1 (μ)= λ - 1}. 既然 λ - 1Î F ´
q，故有

| Ie | =
q2 - 1
q - 1

= q + 1.
参看文献［24］，推论7.17（ii）.  证毕 .
引理5 若 e = ei (1 ≤ i ≤ r)， 则| Ie | = qki + 1.
证明 对任意的 i = 12r，FGei 是有限域且

| FGei | = q2ki. 令

Fix(FGei )= {aÎ FGei| -a = a}，
则 Fix(FGei )是 FGei 的 Fq -子空间 . 由文献［25］，引理

2.2可知

dimFq
Fix(FGei )=

1
2

dimFq
(FGei ).

设 G =Gal(FGei \Fq )是 FGei 的所有 Fq -自同构对

于自同构的复合运算构成的伽罗华群，则映射“-”属于

群 G. 设 H 是映射“-”所生成的 G 的子群，则由伽罗华

理论得

| H | = [ FGei：Fix(FGei )]，
其中，[ FGei：Fix(FGei )]表示域扩张FGei \ Fix(FGei )的

次数 . 因此

| FGei | = | Fix(FGei ) | || H
，

故 | H | = 2，即映射“-”是群 G中的 2阶元 . 注意到 |G | =

|Gal(FGei \Fq ) | = [ FGei：Fq ] = 2ki. 又 G =< φ >，其 中

φ(x)= xq " xÎ FGei，故
-
a = φki (a)= aqki   " aÎ FGei. 因

此，

Ie = {aÎ FGe | a -
a = (λ - 1)e}

= { }aÎ FGe | aqki + 1 = (λ - 1)e .

又 (FGe)´ = F ´
q2ki

到F ´
qki
范映射Norm2定义如下：

Norm2： (FGe)´ = F ´
q2ki
® F ´

qki
 x xqki + 1. 由此得到

Ie = {aÎ F ´
q2ki
| Norm2 (a)= (λ - 1)e}.

根据文献［24］， 推论7.17（ii），我们得到

| Ie | =
(qki )2 - 1

qki - 1
= qki + 1i = 12r.

证毕 .
引理6 若 e = e*

r + j (1 ≤ j ≤ s)，则

| Ie | = qkr + j - 1.
证明 设 a = b + cÎ Ie，bÎ FGer + j，cÎ FG

- -----
er + j， 则

由a
-
a = (λ - 1)e，得

(b + c)(
- -- -----
b + c )= (λ - 1)e，

从而 (b + c)(
-
b + -

c )= (λ - 1)(er + j +
- -----
er + j )，故

b
-
b + b

-
c + c

-
b + c

-
c = (λ - 1)er + j + (λ - 1)

- -----
er + j .

       注意到 b
-
b = c

-
c = 0，进而得到 b

-
c + c

-
b = (λ - 1)er + j +

(λ - 1)
- -----
er + j，即得b

-
c = (λ - 1)er + j. 因此

Ie = {aÎ FGe | a -
a = (λ - 1)e}

= { }b + c | b -
c = (λ - 1)er + j bÎ(FGer + j )´cÎ(FG

- -----
er + j )

´

= { }b + (λ - 1)
- -- ----- --
b-1er + j | bÎ(FGer + j )´ .

由此可得 Ie由元素bÎ(FGer + j )´所唯一确定，从而

| Ie | = | (FGer + j )´ | = | FGer + j | - 1

= || F
dimF FGer + j - 1 = (q2 )

kr + j

2 - 1 = qkr + j - 1

j = 12s. 
证毕 .
定理3 设Dλ如式（5）所示，则Dλ的基数

| Dλ | = (q + 1)× ∏
i = 1

r

(qki + 1)× ∏
j = 1

s

(qkr + j - 1).
证明 利用引理3~6可得 . 证毕 .
引理 7［26］ 设 q ≥ 3，t是正整数 . 若 κ1 κ2 κt是正

整数且满足 κi ≥ logqt  i = 12t，则

(qκ1 - 1)(qκ2 - 1)(qκt - 1)≥ qκ1 + κ2 + + κt - 2.
定理4 设

logqn

μq (n)
≤ 1， 则| Dλ | ≥ qn - 2.

证明 由定理3得

| Dλ | = (q + 1)× ∏
i = 1

r

(qki + 1)× ∏
j = 1

s

(qkr + j - 1)

≥ q × ∏
i = 1

r

(qki - 1)× ∏
j = 1

s

(qkr + j - 1).

根据引理7，我们需要证明：

ki ≥ logq (r + s) i = 12r + s.
由 μq (n)≥ logqn， n = 1 + k1 + + kr + s 以及 ki ≥ μq (n)≥

1("1 ≤ i ≤ r + s)，即得
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qμq (n) ≥ n = 1 + k1 + + kr + s≥ 1 + μq (n)(r + s)≥ r + s，

即得μq (n)≥ logq (r + s)，故根据式（1）中μq (n)的定义有

ki ≥ μq (n)≥ logq (r + s).
因此由引理7得

| Dλ | ≥ q × qk1 + k2 + + kr + s - 2 = qk1 + k2 + + kr + s - 1.
再利用n = 1 + k1 + k2 + + kr + s得| Dλ | ≥ qn - 2.证毕 .

4. 2　确定| D≤ δ
λ |的一个上界

先引入下面的符号 . 设aÎ FG，定义

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

E *
a = { }e | eÎ E* ea ¹ 0

E *
0 a = { }e | eÎ E *

0 ea ¹ 0
（9）

Ia =ÅeÎ E *
0 a

FGe，ka = dimF Ia （10）
故 ka = ∑

eÎ E *
0 a

dimF FGe = ∑
eÎ E *

0 a

ke.
引理 8[16] 设 q ≥ 3，t是正整数 . 若 κ1 κ2 κt 是正

整数且满足 κi ≥ logqti = 12t，则

(qκ1 + 1)(qκ2 + 1)(qκt + 1)≤ qκ1 + κ2 + + κt + 2.

引理9 设 (bc)Î(FG)2，定义

D(b c)= {C1 a| (b c)ÎC1 a C1 a ÎDλ}.
（1）若D(b c)¹Æ，则E *

b = E *
c .

（2）若
logqn

μq (n)
≤ 1，则| D(b c) | ≤ qn + 3 - kb.

证明 既然 D(b c)¹Æ，设 C1 a ÎD(b c)，则 C1 a ÎDλ，

且 (bc)ÎC1 a，从而存在 uÎ FG 使得 (bc)= u(1a)，即得

c = ab.
令 a = ∑

eÎ E*

ae，这里 ae Î FGe(eÎ E* )，则由 c = ab 得

ec = eab = ebae  " eÎ E*.
又由 C1 a ÎDλ 得 a

-
a = λ - 1，即 ( )∑

eÎ E*

ae ( )∑
eÎ E*

-
ae =

λ - 1，从而 ∑
eÎ E*

ae
-
ae = λ - 1 = (λ - 1) ∑

eÎ E*

e，

故ae
-
ae = (λ - 1)e"eÎ E*.
因此C1 a ÎD(b c)当且仅当下面两个条件成立：

（i）ec = eab = ebae "eÎ E*；

（ii）ae
-
ae = (λ - 1)e"eÎ E*.

（1）由条件（ii）知，ae Î(FGe)´，再由条件（i）知 E *
b =

E *
c .

（2）若 D(b c)=Æ，则结论显然成立 . 下设 D(b c)¹Æ.
由条件（i）和（ii）可知，我们只需考虑

D*
(b c)=

ì
í
î
a = ∑

eÎ E*

ae| ec = ebae ae
-
ae = (λ - 1)e"eÎ E*üý

þ

=ÅeÎ E*{ }ae| ec = ebae ae
-
ae = (λ - 1)e"eÎ E* .

记 Je = {ae| ec = ebae ae
-
ae = (λ - 1)e"eÎ E*} ，则

D(b c)= | D*
(b c) | = ∏

eÎ E*

|| Je

= || Je0
× ∏

eÎ E *
0 b

|| Je × ∏
eÎ E *

0 - E *
0 b

|| Je 

先计算| Je0
|. 若 e = e0，则ae Î FGe0 = Fe0.

令 ae = xe0 (xÎ F)，则 由 ae
-
ae = (λ - 1)e 得 xe0

------
xe0 =

(λ - 1)e0，即得 xq + 1 = λ - 1. 故由引理4及其证明可知

| Je0
| ≤ |{x | xq + 1 = λ - 1xÎ F } | = q + 1.

再计算 ∏
eÎ E *

0 b

|| Je . 若 eÎ E *
0 b，即 eÎ E *

0 且 eb ¹ 0. 又

由（1）知E *
b = E *

c，故 ec ¹ 0.
若 eÎ {e1 e2 er}，此时FGe是一个有限域，则由

ec = ebae，得 ae = (ec)(eb)-1，即 ae 被唯一确定 . 故此时的

Je满足| Je | ≤ 1.
若 eÎ {e*

r + 1 e
*
r + 2 e*

r + s}，不妨假设 e = e*
r + j = er + j +

- -----
er + j (1 ≤ j ≤ s). 既 然 aeÎFGe*

r + j =FGer + j +FG
- -----
er + j，可 令

ae = ue + ve，这里 ueÎFGer + j veÎFG
- -----
er + j. 由 ec = ebae 得

(er + j +
- -----
er + j )c = (er + j +

- -----
er + j )b(ue + ve )， 即 cer + j + c

- -----
er + j =

b(ueer + j + ve
- -----
er + j + ue

- -----
er + j + veer + j ). 注意到 ue

- -----
er + j = veer + j =

0，我们就得到 cer + j + c
- -----
er + j = bueer + j + bve

- -----
er + j.即得 cer + j =

bueer + j c
- -----
er + j = bve

- -----
er + j. 注 意 到 eb ¹ 0，即 (er + j +

- -----
er + j ) 

b ¹ 0，故 er + jb ¹ 0 或 b
- -----
er + j ¹ 0，从而 ue = cer + j (ber + j )-1 或

ve = c
- -----
er + j (b

- -----
er + j )

-1，表明 ue 或 ve 被唯一确定 . 因此，此时

的 Je满足| Je | ≤ 1. 总之，对任意的 eÎE *
0 b，均有| Je | ≤ 1.

最 后 计 算 ∏
eÎ E *

0 - E *
0 b

|| Je . 若 eÎ E *
0 - E *

0 b，则

eb = ec = 0. 故条件（i）显然成立，从而

Je = {ae Î FGe | ae
-
ae = (λ - 1)e} = Ie.

由引理5和引理6可得

Je =
ì
í
î

ïï
ïï

qki + 1 = qke + 1  e = ei (1 ≤ i ≤ r)

qkr + j - 1 = qke - 1  e = e*
r + j (1 ≤ j ≤ s)

.

因此，我们有∏
eÎ E *

0 - E *
0 b

|| Je ≤ ∏
eÎ E *

0 - E *
0 b

(qke + 1).
综上所述，对于| D(b c) |的估值，我们得到

| D(b c) | ≤(q + 1)× ∏
eÎ E *

0 - E *
0 b

(qke + 1).
再注意到

1 + ∑
eÎ E *

0 b

ke + ∑
eÎ E *

0 - E *
0 b

ke = n，

就得到
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∑
eÎ E *

0 - E *
0 b

ke = n - 1 - kb，

进而由引理8得到

| D(bc) | ≤(q + 1)× q
∑

eÎ E *
0 - E *

0 b

ke + 2

= (q + 1)× qn - 1 - kb + 2

= (q + 1)qn + 1 - kb ≤ q2 × qn + 1 - kb = qn + 3 - kb

.

证毕 .
设 l是正整数，且满足μq (n)≤ l ≤ n. 记

Ω l =
ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
I ≤ FG

|

|

|
||
|
|
| 存在子集 ΘÍ E *

0 

使得 I =ÅeÎΘFGedimF I = l
（11）

设 IÎΩ l，记
-
I = FGe0 + I， -I *

= {a | aÎ -
I Ia = I} （12）

注 意 此 时 dimF
-
I = dimF I + 1 = l + 1，其 中 l =

ka "aÎ -
I
*.

引理10 设D≤ δ
λ 如式（6）所示，则

D≤ δ
λ Í ∪

μq (n)≤ l ≤ n
∪

IÎΩ l

∪
(b c)Î(

-
I
*
´ -

I
*

)£ δ

D(b c).

证明 任取一个 C1 a ÎD≤ δ
λ ，则 0 <

w(C1 a )
2n

≤ δ. 故

存在 (bc)ÎC1 a 使得 0 <
w(bc)

2n
≤ δ，即 0 <w(bc)≤ 2nδ.

既然 (bc)ÎC1 a，D(b c)¹Æ. 由引理 9（1）知 E *
b = E *

c，从而

E *
0 b = E *

0 c.
下面我们证明 E *

0 b = E *
0 c ¹Æ. 为此我们利用反证

法先证明 bc ¹ 0. 因为 w(bc)> 0， 所以 bc 不能同时为

零 . 假设 b = 0c ¹ 0. 显然 E *
b =Æ. 故 E *

c =Æ. 因此对任

意的 eÎ E* ce = 0，从而

c = c × 1 = c × ∑
eÎ E*

e = ∑
eÎ E*

ce = 0，

此与 c ¹ 0 相矛盾 . 假设 b ¹ 0c = 0. 利用同样的方法得

到 b = 0，此与 b ¹ 0相矛盾 . 因此得到 bc ¹ 0. 假设 E *
0 b =

E *
0 c =Æ，即对任意的 eÎ E *

0 be = ce = 0，即得

b = b × 1 = b × ∑
eÎ E*

e = be0 + ∑
eÎ E *

0

ce = be0.
同理 c = ce0. 这样，bcÎ FGe0 = Fe0. 令 b = κ1e0 c =

κ2e0，这里 κ1 κ2 Î F´，则

w(bc)=w(κ1e0 κ2e0 )=w ( κ1

n ∑
gÎG

g
κ2

n ∑
gÎG

g ) = 2n

此与0 <w(bc)≤ 2nδ < 2n相矛盾 . 因此E *
0 b = E *

0 c ¹Æ.
既然E *

0 b = E *
0 c ¹Æ，令

I =ÅeÎ E *
0 b

FGe =ÅeÎ E *
0 c

FGe，l = dimF I，

则μq (n)≤ l ≤ n，且 IÎΩ l，进而
-
I = FGe0 + I.

下面仅需证明 (bc)Î(
-
I
*
´ -

I
*
)≤ δ. 注意

b = ∑
eÎ E*

be = be0 + ∑
eÎ E *

0

be = be0 + ∑
eÎ E *

0 b

be，

c = ∑
eÎ E*

ce = ce0 + ∑
eÎ E *

0

ce = ce0 + ∑
eÎ E *

0 c

ce，

则有 bcÎ FGe0 + I = -
I. 又易知 I = Ib = Ic. 故 bcÎ -

I
*
，进

而得到 (bc)Î(
-
I
*
´ -

I
*
)≤ δ.  证毕 .

设 δÎ[01 - q-2 ]，令q2元熵函数
hq (δ)= δ logq2 (q2 - 1)- δ logq2δ - (1 - δ)logq2 (1 - δ)

其中，hq (0)= 0hq (1 - q-2 )= 1.
引理 11[15] 设 I ≤ FG 是 FG 的一个理想，则 I ´ I ≤

(FG)2且| (I ´ I)≤ δ | ≤ q2hq (δ)dimF (I ´ I).
引理12 设 logqn ≤ μq (n)≤ l ≤ nIÎΩ l，则

|

|

|
||
|
|
| ∪

(b c)Î(
-
I
*
´ -

I
*

)£ δ

D(bc)

|

|

|
||
|
|
| ≤ q

n + 3 + 4l[hq (δ)-
1
4

]+ 4hq (δ).
证明　因为 dimF

-
I = dimF I + 1 = l + 1，所以 dimF (

-
I ´

-
I )= 2(dimF I + 1)= 2l + 2. 故由引理11知：

| (I ´ I)≤ δ | ≤ q2hq (δ)(2l + 2)= qhq (δ)(4l + 4).
再根据引理9（2）得到

|

|

|
||
|
|
| ∪

(b c)Î(
-
I
*
´ -

I
*

)£ δ

D(b c)

|

|

|
||
|
|
| ≤ ∑

(b c)Î(
-
I
*
´ -

I
*

)£ δ
|| D(b c)

≤ ∑
(b c)Î(

-
I
*
´ -

I
*

)£ δ

qn + 3 - kb

≤ |
|

|
| (

-
I
*
´ -

I
*
)≤ δ × qn + 3 - l

≤ || (-
I ´ -

I )≤ δ × qn + 3 - l

≤ qhq (δ)(4l + 4) × qn + 3 - l

= qn + 3 - l + hq (δ)(4l + 4)

= q
n + 3 + 4l[hq (δ)-

1
4

]+ 4hq (δ)
.

证毕 .
引理13 符号如上，则|Ω l | ≤ n

l
μq (n).

证明 设 IÎΩ l，则存在ΘÍE *
0 使得 I=ÅeÎΘFGe. 故

l = dimF I = ∑
eÎΘ

dimF FGe ≥ ∑
eÎΘ

μq (n)= ||Θ μq (n) 即 得

|Θ | ≤ l
μq (n)

. 因 此 Θ 在 E *
0 中 的 选 取 个 数 | E *

0 | ||Θ ≤

| E *
0 |

l
μq (n)，即得|Ω l | ≤ | E *

0 |
l

μq (n). 再注意到

| E *
0 | = r + s ≤ n - 1 < n. 故|Ω l | ≤ n

l
μq (n).     

证毕 .
定理 5 设

1
4
- hq (δ)-

logqn

2μq (n)
> 0，则

| D≤ δ
λ | ≤ q

n + 4 - 4μq (n)[
1
4
- hq (δ)-

logqn

2μq (n)
].
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证明 根据引理10，引理12和引理13可得

| D£ δ
λ | ≤ ∑

μq (n)≤ l ≤ n
∑
IÎΩ l

q
n + 3 + 4l[hq (δ)-

1
4

]+ 4hq (δ)

≤ ∑
μq (n)≤ l ≤ n

n
l

μq (n) × q
n + 3 + 4l[hq (δ)-

1
4

]+ 4hq (δ)

= ∑
μq (n)≤ l ≤ n

q
l logqn

μq (n) × q
n + 3 + 4l[hq (δ)-

1
4

]+ 4hq (δ)

≤ ∑
μq (n)≤ l ≤ n

q
n + 4 - 4l[

1
4
- hq (δ)-

logqn

4μq (n)
]

≤ ∑
μq (n)≤ l ≤ n

q
n + 4 - 4μq (n)[

1
4
- hq (δ)-

logqn

4μq (n)
]

≤ n × q
n + 4 - 4μq (n)[

1
4
- hq (δ)-

logqn

4μq (n)
]

= q
n + 4 - 4μq (n)[

1
4
- hq (δ)-

logqn

2μq (n)
]

.

证毕 .
4. 3　渐近好的指数为2的Hermitian LCD拟交换群码

首先我们需要确保满足定理 4 和定理 5 的前提条

件的一系列正整数是存在的 . 因此下面的引理是必

要的 .
引理 14[26] 设 μq (ni )如式（1）所示，则一定存在无

穷多个正整数n1 n2 满足下列条件：（1）n1 n2 都是

奇数；（2）n1 n2 都与q互素；（3）lim
i®¥

logqni

μq (ni )
= 0.

根据引理14，我们也可以得到μq (ni )有如下的变化

趋势：

lim
i®¥

1
μq (ni )

= lim
i®¥

1
logqni

×
logqni

μq (ni )

= lim
i®¥

1
logqni

× lim
i®¥

logqni

μq (ni )
= 0 × 0 = 0

即得 lim
i®¥

μq (ni )=¥.
定理 6 设正整数序列 n1 n2 满足引理 14 中的

三个条件，Gi是 ni阶有限交换群，i = 12，则存在Her⁃
mitian LCD 2-拟交换群码 Ci ≤(FG)2   i = 1 2 使得码

序列C1 C2 是渐近好的 .
证明 设 δÎ[01 - q-2 ]，λÎ(FGi )´，定义

Di λ = {C1 a| a -
a = λ - 1 aÎ FGi}；

D≤ δ
i λ = {C1 a|C1 a ÎDi λ D(C1 a )≤ δ}.

因为 lim
i®¥

logqni

μq (ni )
= 0，所以

1
4
- hq (δ)-

logqni

2μq (ni )
> 0和

logqni

μq (ni )
≤ 1.

又由于 lim
i®¥

μq (ni )=¥，因此根据定理4和定理5，有

|| D≤ δ
i λ

|| Di λ

≤ q
ni + 4 - 4μq (ni )[

1
4
- hq (δ)-

logqni

2μq (ni )
]

qni - 2

= q
-4μq (ni )[

1
4
- hq (δ)-

logqni

2μq (ni )
]+ 6

® 0 (i®¥).

取Ci ÎDi λ -D≤ δ
i λ  i = 1 2 ，则存在长为 ni的Her⁃

mitian LCD 2- 拟 交 换 群 码 序 列 C1 C2  使 得

ni ®¥(i®¥)且满足

（1）码长2ni ®¥(i®¥)；

（2）Ci的码率R(Ci )≥ 1
2
，i = 12；

（3）Ci的相对最小距离D(Ci )≥ δ(i = 12).
即 存 在 Hermitian LCD 2- 拟 交 换 群 码 Ci ≤(FG)2 i =
12使得码序列C1 C2 是渐近好的 .

证毕 .
5　结论

本文在拟交换群码上引入 Hermitian 内积，基于群

表示论和概率论方法构造了一类Hermitian LCD拟交换

群码，并证明了在任意有限域上都存在渐近好的 Her⁃
mitian LCD 拟交换群码 . 这一点与自对偶拟交换群码

的存在性条件（需要-1是有限域 F中的平方元）不同 .
我们将来的研究兴趣拟聚焦于非交换群码的渐近性的

研究，将它们的渐近性与自对偶性， LCD性相结合进行

研究 .
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